Corrigé Fiche n° 24

Exercicen®1:

1. Figure:

.
S

2. JA=|j-a|=1-3-2il= V(-3)? +(-2)2 = V13. On trouve de méme que
JB = V13 et que JC = V13. Le cercle circonscrit au triangle ABC a donc
pour centre J et pour rayon v/13.

b—c —5+5i (=5+5i)(1-1) 5

3. Ona: =
h-—a 1+_i_)

—_—

i1
Par conséquent: [ AH ; CB| = arg(5i) = ) (2m), ce qui prouve que

(AH) L (BO).
4. G estl'isobarycentre du systéme {A; B; C} donc, d’apres le cours :

a+b+c -3-i-2+4i+3-i 2+2,
= = =——+-i
3 3 3 3

5. Levecteur HJ a pour affixe j — h =2 +1, le vecteur /G a pour affixe

2 1 1 - 1—
g-j= -3 §i‘ Onadoncg—j= —g(j—h) C’est-a-dire JG = —§H]. Ces
deux vecteurs étant colinéaires, les points J, G et H sont donc alignés,
ce qui se vérifie sur la figure.

+h -3-i-2 5
6. (a) Notons k l'affixe du point K, alors : k = a ;= 21 =-5"
1.
—i.
2

_— —_

1 1
(b) Le vecteur K H a pour affixe h— k = > + Ei et le vecteur JA' a pour

1 1
affixea’ - j = 3 + Ei' Ces deux vecteurs ayant méme affixe, ils sont

égaux, et le quadrilatere K HA'J est donc un parallélogramme.

Exercice n° 2 : VRAI ou FAUX

Méthode 1 : hors programme de révi-
sion pour DS de lundi!

Le dessin suggere de considérer la rota- 1 1 1
tion de centre A et d’angle % Son écri- ° ' 4'1 é
ture complexe est: z'—zx =i(z—z3) <

Z'—2+5i=i(z—2+5i). -2 T

Limage B’ du point B dans cette rotation

a donc pour affixe :

Zy —2+5i=1(7-31—2+5i) < -4 T

zg =2-5i+5i—2=0.

Limage de B dans la rotation de centre _ 6 L A

A et d’angle g est le point O. Ceci dé-

montre que le triangle ABO est isocele et
rectangle en A.
Méthode 2 : OA? = |z5|* = 2% + 5% = 29;
AB® = |zp — zal* = |7-3i -2 +5i|* = |5 +2i]* = 25 + 4 = 29;
OB? =|zp|* =7 -3i* = 7> +3%* =49+ 9 = 58.
D’une part AO? = AB?> < AO = AB < ABO estisocele en A;
D’autre part 29 + 29 = 58 <= AO? + Ab® = OB* < ABO est rectangle
en A d’apres la réciproque du théoreme de Pythagore.
Méthode 3:
Zo—zn _ —2+51 i2i+5)

Soit Z = — = — =i.
ZB — ZA 5+2i 2i+5

AO
Ona Z=— =1, s0it AO = AB;
AB



_— —

De plus arg(2) = (AB, AO) = g ce qui montre que I'angle BAO est droit.
Le triangle ABO est donc rectangle isocele en A.

Méthode 4 :
20— 2\ _ 20~ RA

=i signifie que O est 'image de B dans la rotation de
ZB — ZA ZB — ZA

/4
centre A et d’angle 2

. Soient A et B les points d’affixes respectives i et —2i.
Onalz—-il=|z+2il < AM =BM <= M € A médiatrice de [AB].
mais comme A et B appartiennent a 'axe des ordonnées, la médiatrice

1
de [AB] (d’équation y = -3 est parallele a I'axe des abscisses. La propo-
sition est vraie.

2
. z=3+iV3, donc |z|2 =9+3=12= (2\/5) = |z| = 2v/3. On peut en
factorisant ce module écrire :

\/g .1 T .. 7T T
z—2\/§(7+15 —2\/§(cos€+1sm€) doncarg(z)—g [27].

an A
Dong, pour n €N, arg(z°") =3narg(z) = 3n€ =n> [27].

Donc z*" n’est un nombre imaginaire que pour n impair. La proposition

est fausse.

. ) T P
. Soit z un nombre complexe non nul d’argument 3 On peut donc écrire
z = piavec p réel positif non nul.

Doncli+z|=1+|z] < li+pil=1+|pil < i1 +p)l=1+]|pil
1+ p =1+ p qui est bien vraie.

La proposition 4 est vraie.

. Question hors programme de révision pour DS de lundi!

Soit z un nombre complexe non nul.
0

Sile module de z est égal a 1 alors z s'écrit z = e'?, avec 0 e R.
2, 1 2ig | 210, -2i0 o
Donc z°+ — =e™"+ —> =e"" +e = c0s26 +isin26 + cos26 —
z e

isin26 =2 cos26 qui est un réel.

Exercice n° 3 : QCS

Erreur dans I'énoncé : la question 2 a deux réponses exactes

1. Question hors programme de révision pour DS de lundi!

Zp—2 b2 b2
E estle point d’affixe zg telle que: ZE A~ cos 3 +isin 3

ZD —ZA

+V3

1 3 1
On en déduit zg = (E +i\/7_) (-i-D+1= T) (1-1i) (réponse 2).

. lz+il=lz—1| & |z—2zp| =|z—zp| © DM =AM si M est le point d’affixe

z. Lensemble cherché est donc la médiatrice du segment [AD].
Comme ABCD est de maniére évidente un carré, c’est aussi la média-
trice du segment [BC]. (réponses 1 et 4)

. On doit avoir z # —1.

+1 +1i — —
z—i €iR & arg(u) = g ] & (MC; MD) = g [7]. On obtient le

z+ z+1
cercle de diametre [CD], privé de C. (réponse 2)
) . z+i z+i z+i z+i zZ-1i
Meéthode analytique: —— € iR & (—) +|—|= —t—_—=
z+1 z+1 z+1 z+1 z+1

> (z+1)Z+1)+(z+1)(Z—-1) =0 (avec z # —1)
=227+ (2+2)-1(z2-2) = 0= 2(x? + yP) +2x+2y =0 & x*+ > +x+y =0

( 1)2 1 1\ 1 ( 1)2 1
=>|x+-| ——+ ——=0=>(x+=-] +
2) 4 4 2
V2

2
1
+ - +—| == (etz#-1).
y+s3 y 2) 2( #-1)
1 i
Le centre du cercle Q2 a donc pour afﬁxe—g—iet le rayon vaut -

Son diamétre a donc une longueur égale a v/2 et son centre Q est le mi-
lieu de [CD] car son affixe est la demi-somme des affixes de C et de D.
Mais CD = Iz@I =|—i+1| = V2, on déduit que ce cercle est celui de
diametre [CD].

L'ensemble cherché est donc ce cercle auquel on enleve le point C dont
I'affixe annule le dénominateur (z + 1).

, b2 7 - = 7
. arg(z—i) = ) +2kn©arg(zﬁ;[) =3 +2kn & (u ; BM) =3 +2km.

arg(z — i) n'existe que si z # i, donc M # B.
On obtient la demi-droite |BD]. (réponse 3)



Exercicen® 4:

1.

(a) Pour un point M d’affixe z et son image M ' par h d’affixe Z, 1a tra-
duction complexe de I'égalité SM' = 3SM est :

Z —(-5+5i) =3[z— (-5+5i)] < 2/ =-5+5i+3z+15-15i <

Z'=3z+10-10i.

(b) OnaC=h(A),donc c=3(—2+4i)+10—-10i =4+ 2i.

Deméme D = h(B) donc d =3(—4+2i+10—-10i = -2 —4i.
Ona:lal>=4+16=20, |bl* =16+4 =20, [c|* = 16+4 =20 et |d|* =
4+16=20,d’ot1 |al = OA = |b|=0B =|c| =0C = |d| = OD = v20 = 2/5.
Les points A, B, C et D appartiennent au cercle de centre O et de rayon

2V/5.

. Le milieu I de [AB] a pour coordonnées (-3 ; 3).

Mx; y) alq))agi)ent a la médiatrice de [AB] si et seulement si (MI) L
(AB) <= MI-AB=0 < -2(-3-x)-28-))=0 << -3-x+3-y=
0= x+y=0

S(—5; 5) appartient a cette médiatrice;

Q(-2; 2) appartient a cette médiatrice.

Conclusion : (SQ) est la médiatrice de [AB].

1
(@ Onap= 5(—2+4i+4+2i) =1+3i.

o “°P - —2+2i-1-3i _ -3-i _  (-3-D(2+6D
d-b -2-4i+4-2i  2-6i  (2-60)(2+6i)
—6+6—18i—2i

4+36 B
-20i 1.
—=—--1
40 2

En terme d’argument la relation précédente signifie que :

BD, PQ| = —g. Conclusion : la droite (PQ) est perpendiculaire a
la droite (BD).

. Par 'homothétie i I'image (CD) de la droite (AB) est parallele a cette

derniere : le quadrilatere ABDC est un trapéze; dans ce trapeze la droite
des « milieux » (PQ) est parallele a (AB) et a (CD).

Or on a vu que (AB) et (SQ) sont perpendiculaires. Donc (SQ) est aussi
perpendiculaire a (PQ).

Donc dans le triangle PQS, (SQ) et (PQ2) sont deux hauteurs : le point Q
est I'orthocentre du triangle PQS.




EXERCICE 5

1. Question hors programme de révision pour DS de lundi!
b2
Le point E est obtenu par rotation autour de A, d’angle 3 du point D

donc
- - 1 3
Ze—za=¢€3(zp—za)donc zg=e'3s(1—-1) +i= (E-f—l\/?_) x(1—-i)+i=

1+\/§+_1+\/§
1 =
2 2

(1 +2‘F3) 1 +1).

2—-i (2-9)1-i) 1-3i .

- = = =0,5-1,51.

i+1 12+12 2

3. (a) Pour tout nombre complexe z différent de i,

I e . 2z—1 . . 2z—i+2i(iz+1)
(2 +2i)(z—1) = |—— +2i|(z—1) = .
) 1g+1 iz+1

2. Zp' =

(z—-1) =

i
—i) = —)=1.
iz+1 (z=D iz—1) =D

(b) Donc pour tout nombre complexe z différent de i, (2’ +2i) (z—1i) =

1 en prenant les modules et les arg:

Comme (Z’ +2i) = z— ; (z—1i) = z—, et comme | u, BM’)
BM' AM

arg (2’ +2i)

Ainsi que ( u, AM) =arg(z—1).

Pour tout point M d’affixe z(z #1i) :

BM' xAM =1

et ( u, BM’) + ( u, AM) =k x 27 ol1 k est un entier relatif.

(a) Les points D et E appartiennent a un méme cercle (C) de centre A
et de rayon par la rotation du 1) et le rayon est AD = V2.

(b) Donc AE = v2,AD = V2 donc en utilisant la relation sur les lon-
gueurs :

1
AD xBD'=1, AExBE'=1doncBE =BD'=—.
V2

Et avec les angles :

( u, BE’) + ( u, AE) =k x 27 ol k est un entier relatif.
et( u, BD’) +

tranche ces deux relations

BD/, BE’) + (AD, AE) = k" x 2 o1 k" est un entier relatif.

u, AD) = k' x 2w ou k' est un entier relatif., on re-
) + 3° x 27w ol1 k" est un entier relatif.

—_— — TT
Donc (BD’ , BE’) =3 + k" x 27 o1 k" est un entier relatif.

T
(c) Ainsi le triangle BD'E’ est isocele en B et avec un angle de -3 il
est équilatéral indirect.



