Corrigé Type bac mercredi 2 avril I

Affirmation 1 : Fausse En effet:

EXERCICE 1

En posant la suite (v,), suite géométrique de premier terme vy = 1 et de raison g = §,
3\" (3)" !
onadonc: VneN, v,=1x (—) = (—)
4 4
Etdonc: VneN, u,=vo+vi+v2+-+vy.
En utilisant la formule connue pour déterminer la somme des (n + 1) premiers termes
d’'une suite géométrique, on a:

VneN, u,=ruvyx

3 n+l1 3 n+1
l_qn+1_1xl_ Z _]'_ Z _4(1 (3)n+l)
= = 1 = - .

1-q 1— 3 1 4
4 4
3 n+1
Commeona: -1<-<1, onendéduit: lim (—) =0.
4 n—+oo\ 4
3 n+1
Puis, par limite de la somme, on a: lim 1- (—) =1.
n—+oo 4

3 n+1
Et, enfin, par limite du produit: lim 4 (1 - (—) ) =4.
n—+oo 4

La limite de la suite est donc finie (et vaut 4).

Affirmation 2 : Fausse. En effet :
La fonction suite () part d'une variable S qui prend une valeur égale a 0, puis effectue

une boucle for, qui va ajouter a ce 0 des puissances de n (I'instruction a**b signifie ab).

Il'y aici deux problemes dans cette fonction pour que suite (50) renvoie la valeur us.

» Probleme de la puissance k dans la boucle for

3
La premiere erreur, est qu'au lieu d’ajouter des puissances successives de —, on
ajoute toujours la méme puissance de e Lappel suite (50) ajoute (Z) a chaque

3\0 1 2
exécution de la boucle for, au lieu d’ajouter (Z) , puis (Z) , puis (Z) et ainsi de
50

suite jusqu’a n
¢ Probleme du nombre d’itérations de la boucle for
La seconde erreur est que le nombre usg est la somme des 51 premieres puissances
de Z (de la puissance 0 a la puissance 50), et la boucle for ici s'exécutera 50 fois
seulement, et pas 51 fois.
Pour que 'appel suite (50) renvoie usp, il faudrait une fonction comme celle-ci :

def suite(k):
S=0
for i in range(k+1):
S=S+(3/4) **i
return S

a b WwN -

Affirmation 3 : Vraie. En effet:

Quel que soit le réel a, la fonction f est définie et dérivable sur ]0 ; +ool, en tant que
somme d'une fonction linéaire et du produit de la fonction In par un réel, toutes ces fonc-
tions étant définies et dérivables sur I'intervalle considéré.

’ ’(x) ax __2 __2
= = .

, a
Notamment, pourx=1 f(1)=—-2=a-2.

Ona: Vxe€]0;+oo],

La tangente a C au point d’abscisse 1 est paralléle a I'axe des abscisses si et seulement
si f’(l) =0, c’est-a-dire si et seulement si a = 2.

Il existe donc une (unique) valeur de a telle que la tangente a C au point d’abscisse 1 est
paralléle a I’axe des abscisses.

Affirmation 4 : Fausse En effet:
e2x -1 ~ e2x (1 _ e—2x) . (1 _ e—Zx)

T e*(l-xe %)  (1-xe X’

Ona
e —x

e Au numérateur on sait que liIP e~ ¥ = 0 par composition, donc liIP l-e =1
X—+00 X—+00
par somme;
X X
. . —x_ . . _ . .
* Audénominateur xe "~ = — etonsaitque hrp — = +o0 par croissances comparées,
e x—+00 X

X

. . X . -
donc par quotient lim — =0donc lim 1-xe ™ =1 par somme.
x—+o0 X Xx—+00

Le quotient a pour limite 1 et comme lirP e* = +o0, on a finalement par produit de
X—+00

limites ;

2x
lim

=+oo. Laffirmation est fausse.
x—+o0 eX¥ — x




EXERCICE 2

Partie A : étude du cas particulier o1 n = 2
Dans cette partie, le robot réalise deux déplacements successifs.

1. On complete 'arbre pondéré suivant : 3

3  _
1 Dy
4 1
’+Dz
= D
3 I
1 Dy
1 3 1 2
2. Ona P (DynDy)=P(Dy) x Pp,(D2) = § 1 = 7
R — 2 1
3. Dela méme fagon P(Dl sz) (Dl) X PD (Dy) = § 53
D’apres la formule des probabilités totales :
P(Dy)=P(D1NDy)+P(DinD )—l 1 3+4_7
p2= 2 1ND2 1 2—4 37 3x4 12°
— 7 5
4. Onad’abord p(D2]=1- p(D: 1-—=—.
n a d’abor p( 2) p(D2) = 212
11 faut calculer la probabilité conditionnelle :
p(DznDi) p(D2)xPp) 1x1 L
pp,(D1) = ——— = — =73 5 5 =0,2.
p(D2) p(D2) T
Partie B : étude de la suite (pj).
1 1
1. Pn+1 = Z Pn+ E
On reprend 'arbre initial en partant de la branche D,, pondérée par le nombre p, et
la branche D, pondérée par 1 — pj, soit : 3
4 Dy+1

Pn \
1 Dp+1
4 1
2 Dy
1-pn Dy

Dy

J

2.

Toujours d’apres la formule des probabilités totales :

_ 3 1
Pn+1=P(Dys+1) = P(Dy) x Pp,,(Dp+1) + P(Dy) x PD_”(Dn+l) =PnX Z + (1= pn) x 5

3 1 1 1 1
Z_Pn+___Pn=_Pn+_
(a) On va montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, on a la pro-
2
priété: P (n) 1« pp < Pr+1 < 3 ».
Initialisati 1 4 ! et 2 8
nitialisation:ona p; = = = o —=—
P1=3 P2m 123712
0 4<7<8 it p1 < <2A' i 22(1) est vrai
na— <— < —, soi —. Ainsi est vraie.
1212 St S sy
Hérédité : soit n € N*. Supposons que & (n) est vraie. Montrons que & (n+1) est

vraie.
2 1
On suppose que p, < Pp+1 < §; comme 1 > 0, on a donc par produit :

1 2 1 1 1
-p, < - < —x—,80it —p, < — < — et, en ajoutant a chaque
4Pn\4pn+1 173 4Pn\ 4Pn+1 6 y] q

1
membre 3 :
! +1<1 + <1+lsoit < <2
4pn > \4pn+l >8> Pn+1 X Pn+2 3
Ainsi 22(n+1) est vraie.
Conclusion : 22(1) est vraie et la propriété est héréditaire donc d’apres le prin-
cipe de récurrence, quel que soit n € N*, 9 (n) est vraie. On a donc Vn € N¥,
Pn < Pn+1 < 3
(b) Onavuque VneN*, p, < pp+1 donc la suite (p,,) est croissante.
2 2
Onavuque VneN*, p, < 3 donc la suite (p,) est majorée par 3
D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (p,) converge donc

vers un nombre réel inférieur ou égal a 3

% 2 2
(@) VneN ,onaunzpn—gdoncpnzun+—.

3
AinsiVnel\I*,unH=pn+1—g=lpn+l—g=lpn+§—é:lpn—l
3 4 2 3 4 6 6 4 6
1 2.1 1
Ty TE T
Ainsi la suite (u,) est une suite géométrique de raison i et de premier terme
_ 2 1 1
=PT373737 73

(b) VreN*, u,=-

Wl Wi

1 n-1 1 1 n—-1 2
X(—) .Donc VneN*, pnz——x(—) + -
4 374 3



1 1 n-1
Comme -1 < - < 1, on sait que lim (—) = 0 et donc par produit,
4 n—+oo\ 4

1 1 n-1
lim —-x (—) =0.
4

} 2
On a donc par somme, lim p,=—.
n—+oo 3
Conclusion : sur un grand nombre de déplacements du robot celui-ci se diri-
gera en moyenne deux fois sur trois a droite et donc une fois sur trois a gauche.
Partie C

On répete 10 fois, de facon indépendante, une expérience aléatoire ayant 2 issues pos-
sibles : le succes S : «le robot va vers la droite » et 'échec S. La probabilité du succes est

3
Soit la variable aléatoire X qui compte le nombre de succés (donc le nombre de dépla-
cements vers la droite). X suit une loi binomiale de parametres n=10et p = —.

La seule possibilité de revenir au point de départ est de faire (globalement) 5 déplace-
ments a droite et donc 5 déplacements a gauche, soit :

10} (3)° (1)° . . A
P(X=5)= 5 X n X 1 ~0,0583, soit 0,058 au millieme pres.

EXERCICE 3

On considere les trois points A(3; 0; 0), B(0; 2; 0) et C(0; 0; 2).
Partie 1 : Distance du point O au plan (ABC)

1. Soitle vecteur n(2; 3; 3).

e Le vecteur ﬁ a pour coordonnées (—3; 2; 0).
HS)- n =—3x2+2x3+0x3=0doncEL n
e Le vecteur A—C) a pour coordonnées (—3; 0; 2).

A—C)~n=—3><2+0><3+2><3=0d0ncA—C)L n

Le vecteur n est donc orthogonal aux deux vecteurs AB et AC. Les coordonnées de
ces deux vecteurs ne sont pas proportionnelles, donc ils ne sont pas colinéaires. Ainsi

le vecteur n est orthogonal a un couple de vecteurs directeurs du plan (ABC) donc il
est normal au plan (ABC).

2. Le plan (ABC) admet pour vecteur normal 7n(2; 3; 3).
Ainsi, il existe une constante d € R telle que (ABC) : 2x+3y+3z+d =0.
De plus, A € (ABC) donc ses coordonnées vérifient 'équation de (ABC).
Onadonc2x3+3x0+3x0+d=0 < d=-6.

Le plan (ABC) a donc pour équation cartésienne : 2x+3y+3z—-6 =0.

3. Ladroite d passant par O et de vecteur directeur 7 (2; 3; 3) a donc pour représenta-

x = 2t
tion paramétrique:{ y = 3t feR
z = 3t
. On note H le point d’intersection de la droite d et du plan (ABC).
x =2t
. - N y = 3t
Les coordonnées de H vérifient le systeme 7 = 3
2x+3y+3z—-6 =0
3
Onadonc:221)+331)+3(31)—-6=0,donc22t=6donc t= o

) 6 9 9
Les coordonnées de Hsontdonc: | —; —; —|.
11 11 11

. Onsait que :

— (OH) = d est orthogonale a (ABC). (car n dirige (d) et n L (ABC)
— He (ABC)
Ainsi la distance du point O au plan (ABC) est OH.

6\ (9) [(9)%> 36+81+81 198 V198  3v22
0H2=(_) +(_) +(_) _36+81481 198 4 com= Y198 _3vZ2
11 11 11 112 112 11 11

Partie 2 : Démonstration de la propriété

1. En prenant pour base le triangle OAB et pour hauteur OC, le volume du tétraedre

OC x aire(OAB

OABCest V = %H
OAxOB 3x2
OC=2etaire(OAB) = ——— =2"%_3
2 3
s 2x3
Le volume du tétraedre OABC est donc V = 3 =2.
. En prenant pour base le triangle ABC et pour hauteur OH, le volume du tétraédre

OH x aire(ABC)

OABCest V = — 3
3v/22 322 aire(ABC)

OrV=2etOH=——donc2= 1
11 3
6 6 6x11 22
= =—=V22.

On en déduit que : aire(ABC) = — = —— = =
! OH vz 3v22 V22

. Soit la propriété : pour le tétraedre OABC, «le carré de l'aire du triangle ABC est égal

ala somme des carrés des aires des trois autres faces du tétraedre ».

¢ aire(OAB) = 3 donc (aire(OAB))2 =9

OAxOC 3x2
¢ aire(OAC) = + = Z =3 donc (aire(OAC))%> =9

OBxOC_ZxZ

5 =2 donc (aire(OBC))? = 4

e aire(OBC) =




Donc (aire(OAB))? + (aire(OAC))? + (aire(OBC))2 = 9+9+4 = 22.
Comme aire(OABC) = \/i, ona:

(aire(OABC))? = 22 = (aire(OAB))? + (aire(OAC))? + (aire(OBC))?.
La propriété est vérifiée.

EXERCICE 4

PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire g

1. ¢ g(1)=2x0-1x0=0;
e gle)=2x(e—1)—exlne=2e—-2—-elne=e—-2.
2. On sait que liII(l) xIn x = 0 par croissances comparées, donc lirr(l) g(x) = —2 par somme.
0 0
3. gestune somme de produits de fonctions dérivables sur ]0; +oo[ et sur cet intervalle:
1
gx)=2x1-Inx—xx o =2-lnx-1=1-Inx.
Etude du signe de la dérivée : g’(x) =1-Ilnx:
1-Inx>0 < 1>Inx < lne>lnx < e>x.
D’ou le tableau de variations de g :

X 0 e +00
g + ¢ -
e—2
g / \
-2 —00

e Surlintervalle ]0; e[ :

— lafonction g est dérivable, donc continue sur ]0; e[

— lafonction g est strictement croissante sur ]0; e[

— —2<0<e-2

Ainsi d’apres un corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel
unique S de l'intervalle 10 ; e], tel que g(B) =0. Or d’apreés 1/ g(1) =0, donc f=1;

e Surl'intervalle e ; +ool:

— lafonction g est dérivable, donc continue sur Je ; +oo[

— lafonction g est strictement décroissante sur Je ; +oo[

— 0€]—o0;e—2[c'estadire0€] xligl@g(x); glel.

Ainsi d’apres un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel
unique a de l'intervalle Je ; +oo, tel que g(a) =0.

A la calculatrice, on a:

g(4,92) = 0,0009 et g(4,93) = —0,005, donc 4,92 < a < 4,93.

5. D’apres les questions 3 et 4 on peut dresser le tableau de signes de g sur |0 ; +ool :

X 0 1 a +00

swl] - 9 o+ 0 -

PARTIE B : Etude de la fonction f

Inx
3-Inx-2—|;
X

1. Ona: f(x)=x

. Inx . . .
Or lim —— =0 par croissances comparées, et lim —Inx = —oo par produit, donc

x—+o0 X x—+00
Inx

3-Inx—-2— | = —o0.
X

par somme de limites lim
X—+00
Comme lim x = +oo, par produit de limites: lim f(x) = —ooc.
X—+00 X—+00
2. (a) Sur]0; +ool, la fonction f somme de produits de fonctions dérivables sur cet
intervalle est dérivable et :
1 1 1 2
Vx€]0; +oo, f'(x) =3-Inx—xx—--2x~-=3-Inx-1--=2-lnx-— =
X X X X
2x—xInx-2 (x-D-xlnx g
X B X T ox

(b) Le résultat précédent montre que puisque x > 0, le signe de f'(x) est celui du
numérateur g(x) étudié a la question 5. de la partie A.

D’oti le tableau suivant :

X 0 1 a +00
1 S R T
+00 fla)
f \ / \
3 —00

3. Comme x> > 0, pour x > 0, le signe de f”(x) est celuide 2 — x :
Ainsi 2—x >0 < x <2 donc sur [0; 2] la fonction f est convexe, sur [2; +o0] la
fonction f est concave et le point de coordonnées (2 ; f(2)) est le point d’inflexion de
la courbe €.
Or f(2)=6-2In2-2In2=6-4In2.
Ainsi le point de coordonnées (2 ; 6 —41In2) est le point d’inflexion de la courbe €.



