Corrigé DS n° 2 I
EXERCICE 1 3,5 pts

1. VX€eR, f(x) = —2(x*+1)72%24,
onsaitque (u") =n u' w1 pour tout n entier relatif.

8096x

D’oly, pour tout réel x : f’(x) = —2(-2024)(2x) (x% +1)72025 = m

u!

2. on sait que u) = —
q (Vu) NG

N B , 2x+2 x+1
D’ol, pour toutréel x: g'(x) =

2WxZ+2x+3 Vil+2x+43

EXERCICE 2 7 pts

1. Soit une fonction f définie et dérivable sur R telle que f'(x) = (2x+ 1)3e_x2.

(a) f'estdérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R.

VxeR, f"(x)=3x2x@2x+1)%e ™ +@2x+1)3(-2x)e
= 2x+ D2 [6+ (2x+ 1)(=2x)]
= (—4x% —2x+6)2x+1)2e"
=222 +x-3)2x+ 1%

(b) Etudions le signe de " (x) :

3 T

X —00 —E —E 1 +00
2x+1)° + + 0 + +
et + + + +
_2 — — — —
2x°+x-3 + 0 - - 0 +
() - 0 + 0 + 0 -

On en déduit que :

3
* f estconvexe sur —5;1

et sur [1;+o0o]

3
» f estconcave sur | —oo; ——
2

3
* la courbe de f admet deux points d’inflexion d’abscisses -5 etl.

2. (a) FAUX. Lafonction f est croissante sur [—1;1] car f'(x) >0sur [—1;1]
(b) VRAL La fonction f est concave sur [1;2] car f’ décroissante sur [1;2].

(c) VRAL La courbe de f admet deux points d’inflexion car sa dérivée f’ change
de sens de variation en —1 et en 2.

EXERCICE 3 3 pts

La courbe %> correspond a une fonction positive sur R.
Or aucune des deux autres fonctions n’est croissante sur R.
Donc 6> est forcément la courbe de f.

Comme f est croissante sur R, sa dérivée est positive.
C’est donc la courbe 63 qui correspond a la courbe de f'.

Reste la courbe 6 qui correspond a celle de .

EXERCICE 4 6,5 pts

1. f est dérivable sur D = R\ {1}, en tant que quotient de fonctions définies et déri-
vables sur cet intervalle, avec la fonction au dénominateur ne s’annulant pas sur
I'intervalle.

X 1) aX
VxeR\{1], flg=rmboexl

(x—1)?
_efx(x-1-1)
 (x-1?
_ (x—2)e”
C(x-1)?
D’ot1le tableau de variations suivant :
X —00 1 2 +00o
x—2 - - +
e’ + + +
(x—1)2 + 0 + +
f'(x) - - +
fx) \ \ /
o2
2. Pour déterminer I'équation de Ty, il nous faut connaitre f”(0) et f(0) :
0-2)e® -2
/ 0 = — = — = —
Fo (0-1)2 1
0
e 1
0)=——=—=-1
F@ 0-1 -1



3.

La formule classique donne une équation pour 7j :
y=f0(x-0)+f(0) < y=-2x-1

Léquation réduite de Ty estdonc: y = -2x—1.

(@

(b)

Pour étudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle ] —oco ; 1[, on va
étudier le signe de f”' (x).

Comme, pour tout x dans ] —oo; 1[, on a (x— 1) < 0 et donc (x — 1)3 <0et
e* >0, on en déduit que le signe de f”(x) est'opposé du signe du trinéme :
x* —4x+5.

Or, ce trinOme a un discriminant A = (=42 —4x1x5=—4 qui est stricte-
ment négatif, donc n'admet pas de racine, et donne des images strictement
positives (car le coefficient dominant est positif) pour tout réel x.
Finalement, la dérivée seconde f” est a valeurs strictement négatives sur
]—o0; 1], on en déduit que la fonction f est concave sur ] —oo; 1[.

Puisque f est concave sur l'intervalle | — oo ; 1[, la courbe € est donc située
sous ses tangentes, notamment sous la tangente T, sur cet intervalle.
Pour tout réel x dans cet intervalle, 'ordonnée d'un point sur la courbe €
(c’est-a-dire f(x)) est donc inférieure ou égale a 'ordonnée du point ayant la
méme abscisse sur la tangente T (or, sur la tangente T, I'ordonnée du point
d’abscisse x est —2x — 1, d’apres la question précédente).
Onendéduitdonc: x€]-oo0; 1] = f(x)<-2x-1
X
f——

1 <-2x-1

= e >(x-1)(-2x-1)
carsur]—oo; 1[, x-1<0
= e* > (-2x-1(x-1)
On arrive donc a I'inégalité demandée.




